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R~sum~ 

On a spin quatemionic-Kahler manifold M 4'n, w e  give the spectral decomposition of the spin 
bundle under the action of the fundamental 4-form/2. Moreover, we compute the eigenvalues of 
12 which, in the compact case, play an essential role in the problem of estimating the eigenvalues 
of the Dirac operator. The proof is based on the decomposition of the spin representation into 
irreducible components under the action of the group Sp(1) x Sp(m). We show that this algebraic 
result induces a Whitney decomposition of the spin bundle which, when restricted to the fibres, 
is the spectral decomposition under the action of/2. 
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O. Introduction 

Un r6sultat de M. Berger [Ber] montre qu ' i l  n 'y  a qu 'un nombre fini de pos- 

sibilit6s pour qu 'une  vari6t6 riemannienne ( M , g )  de dimension n, non localement 

sym6trique, admette une repr6sentation du groupe d 'ho lonomie  restreint Holo irr&tuctible 

(cf. [ B e s ] ) :  

( I )  Holo = SO(n);  

( I I )  n = 2 m ,  rn > 2 ,  Holo = U ( m ) ;  

( I I I )  n = 2 m ,  m > 2 ,  H o l o = S U ( m ) ;  

( IV)  n = 4 m ,  m _ > 2 ,  H o l o = S p ( 1 ) . S p ( m ) ;  

(V)  n = 4 m ,  m > 2 , Holo = Sp(m) ;  
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(VI)  n = 16 ,  Holo -- Spin(9); 

(VII)  n = 8 ,  Holo = Spin(7); 

(VIII)  n = 7 ,  Holo = G2 • 

Dans ( IV) ,  on d6signe par Sp(1)  • Sp(m) le sous-groupe de SO(4m),  isornorpbe 
Sp(1)  xz2 Sp(m) ,  qui op~re sur H m = ~4m par 

x--* A x O  , 

oil A est une matrice (m,m) 5 coefficients dans H, et q un quaternion de norme 1. (H m 

est consid6r6 comme un espace vectoriel ~t droite sur H.) 

Les vari6t6s dont le groupe d 'holonomie Hol est contenu dans le groupe Sp(1)  • 

Sp(m) ,  m _> 2, sont dites K~aler-quaternioniennes. Un exemple standard est donn6 par 

I 'espace projectif quaternionien HP m, pour lequel Hol = Sp( 1 ) • Sp( m).  

Le fibr6 des rep~res orthonorm6s directs SO(M)  d'une telle vari6t6 M, admet donc 

une r6duction, not6e H ( M )  ~ M, de son groupe structural ~t H = Sp(1) • Sp(m) .  Par 

le choix d 'un  rep~re de H ( M ) ,  dit adapt6, on peut transporter sur les fibres de TM la 

structure quaternionienne d6finie par l 'action de i , j ,  k 6 Sp( 1 ) sur H m. 

La condition sur l 'holonomie de (M 4m, g) entra3ne donc l'existence d 'un  sous-fibr6 F 

de End(TM) ,  de rang 3, poss6dant la propri6t6 suivante: il existe un atlas de trivialisation 

pour lequel les sections locales associ6es J4, a = 1,2, 3, v6rifient 

Ja o J~ -t~afl 123 = Id +e4#z, J~ ,  (0.1) 

o0 ~,,t~r-123 = ±1 suivant que (a ,  fl, 3') est une permutation paire ou impaire de (1 ,2 ,  3), 
123 = 0 sinon. 4/3y 

g ( J ~ ( X ) , J 4 ( Y ) )  = g ( L Y ) ,  VX, Y 6 TM, a = 1 ,2 ,3 ,  (0.2) 

3 

V J~ = ~ w~ Ja, les w~ 6tant des 1-formes locales sur M, (0.3) 
~=1 

OO V d~signe la d6rivation covariante associ6e h la connexion de Levi-Civita sur M. 

Un rep~re adapt6 est alors un rep&e local orthonorm6 de TM de la forme (el ,  Jlel ,  

J2el , J3el . . . . .  era, Jl em, J2em, J3em). 
Sur (M4m, g, F) ,  on d6finit la 4-forme "fondamentale" par 

3 

12 = Z 124 A S2,~, (0.4) 
4=1 

oO /2,,, a = 1,2, 3, d6signe la 2-forme locale 

12~(X,Y) =g(J4X,  Y) , X, Y 6 T M .  (0.5) 

Comme le groupe structural du fibr6 F est SO(3) ,  cette 4-forme est d6finie globalement. 
On peut aussi remarquer que S2 est parall~le (ceci r6sulte de (0.3);  pour plus de d6talls 

cf. [Bon, Kr ] ) .  
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Si la variEt6 K~ihler-quaternionienne (M 4m, g, F) est munie d'une structure spin, cette 

4-forme I2 op~re, par multiplication de Clifford, sur les fibres du fibre des spineurs ZM. 
Nous nous proposons d'Etablir le rEsultat suivant: 

ThEar~me, Soit (M 4'n, g, F) une vari~t~ spin Ki~hler-quaternionienne. Sous l'action de 
la 4-forme fondamentale 12, le fibr~ des spineurs Z M  se ddcompose en une somme 
directe de ( m + 1) sous-fibr~s 

,~M = ~ )  ~kM , 
k-~ 

chaque fibre de ,~kM ~tant un espace propre de 12 pour la valeur propre 

tZk = 6m -- 4k (k + 2) . 

La multiplicit~ de Izk est ~gale dt 

( ( 2 m )  ( 2 m  ) )  
r a n g ( X k M ) = ( k + l )  m - k  - m - k - 2  ' 

avec la convention que (Pq) = 0 si q < O. 

L'utilit6 de ce rEsultat apparatt dans le probl~me de minoration du spectre de l 'ol~ra- 

teur de Dirac (cf. [H-M] ), car cette minoration fait intervenir les valeurs propres de 

12. 

Aperfu de la d~monstration. II y a deux cas ~ considErer suivant la paritE de m. Si 
m est impair, un rEsultat de S. Salamon (cf. [Sal 1]) montre que l'existence d'une 
structure spin entra~ne l'existence d'une extension K ( M )  du fibre H ( M ) ,  au groupe 

structural K = Sp(1) × Sp(m) .  Nous consid&ons alors la structure spin dEfinie par 

le fibre K ( M )  xK Spin(4m), oh K op&e h gauche sur Spin(4m) par l'interm&tiaire 
de l 'homomorphisme de groupe ~ : K --~ Spin(4m), qui relive l 'homomorphisme 
ot : K = Sp(1) × Sp(m)  ---* H = Sp(1) .  Sp(m) (cf. §1). Le fibre des spineurs est alors 

isomorphe h K ( M )  xK ,~, oO ~ dEsigne l 'espace des spineurs pour la representation 
spinorielle complexe p : S p i n ( 4 m ) ~  GLc(,~) ,  et o~ K op~re sur ~ par p o ~. Sous 
cette action, le K-module ~ se decompose en K-modules de representations irr&luctibles 
Z m 

= ~)k--O Zk. On a alors la decomposition Z M  = (~)~--o ZkM, o~ 

ZkM = K ( M )  xK ~k .  

Si m est pair, on ne peut affirmer qu'il existe une extension de H ( M )  au groupe 
K comme prEc&lemment. En revanche, l 'homomorphisme ~ se factorise en un homor- 
phisme H ---* Spin(4m) (cf. [Ma-Ro] ). La variEt6 est alors munie de la structure spin 
dEfinie par H ( M )  x n Spin (4m). Par ailleurs, comme les representations K ~ GLc (-~k) 
se factorisent en representations H --+ GLc(Xk) ,  on peut considErer les fibres 

~kM = H ( M )  X H ~ k  , 
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et le fibr6 27M = ~)~=o ~kM est isomorphe au fibr6 des spineurs. 

On vrrifie ensuite que/2  commute avec l'action de K sur les fibres de ~ M  (quelle que 

soit la parit6 de m, ces fibres sont en effet des K-modules irrrductibles). I1 rrsulte alors 
du thror~me de Schur que la restriction de /2  h ZkM est nrcessairement un multiple de 

i'identit6/-ek Id. Un calcul explicite donne ~k = 6m - 4k (k + 2). 

1. D~composition de la representation spinorielle sous raction de Sp(1) x Sp(m) 

1.1. L e  g r o u p e  Sp(1) • S p ( m )  

On consid~re H m+l , espace vectoriel ?~ droite sur ]HI, muni du produit symplectique 

usuel. On drsigne par ( 1, i , j ,  k )  la base canonique sur R de H. On identifie H ~ C@j  C, 
de sorte que H m+l s'identifie h ( C e j C )  m+l -~ C 2(m+1), et l 'espace M n ( H  ) des matrices 

(n, n) h coefficients dans H ~t un sous-espace de M2n(C). 
On consid~re la reprrsentation matricielle du groupe symplectique Sp  ( m  + 1 ) 

G = {A E Mm+I(H) , t A A  = I }  , 

et on identifie le groupe Sp(1) x S p ( m )  ?~ 

{ (0 0) } K =  A EM,n+1(H) ,  A =  B , q E , B E M m ( H )  , t-BB = I • 

Leurs alg~bres de Lie respectives sont 

G = { A  E M r a + l ( n ) ,  ' A + A = 0 }  , 

{ (o 0) K:= A E Mm+l(H) , A = B ' 

q E H ,  B E M , n ( H ) ,  ~ + q = 0 ,  t B + B = 0 }  . 

Soit o" l 'automorphisme involutif de G drfini par 

o ' ( A ) = S A S  - I  A E G  S = ( O  1 0 )  
~ I m  " 

I1 est immrdiat que /C = {A E ~ , o-.(A) = A}. I1 en rrsulte que G = / C @ P ,  o?J 

T ~ = {A E G ,  o-.(A) = - A } .  On a 

0 - q l  -q2  •. • 
ql 0 0 . . .  

7 ~ = A ( x )  = q2 0 0 . . .  E ~ , x = (q i )  E H m • 

qm 0 0 . . .  

Si on munit T' du produit scalaire: 

1 
BI~, 

8 ( m + 2 )  



324 O. Hijazi, J.-L, Milhorat/Journal of Geometry and Physics 15 (1995) 320-332 

ot~ Big d6signe la restriction ~ 7 ~ de la forme de Killing de G, alors l'application 
A ( x )  ~ x est une isom6trie de P sur R 4m. Cette identification permet de d6finir un 

homorphisme de groupes ~ : K --~ S O ( 4 m ) ,  en consid6rant a = AdK[~,. De faqon 
pr6cise, on a 

o((0 
Classiquement, on note Sp(1) • S p ( m )  le sous-groupe a ( K ) .  Le  noyau de a 6tant 

isomorphe ~ Z2, on a 

Sp(1)  xza S p ( m )  ~- Sp(1) • S p ( m )  . (1.1) 

1.2. Represen ta t ions  irr#ductibles du groupe  K = S p ( 1 )  x S p ( m )  

Dans la suite, (e0, es, el,  e~ . . . . .  era, e ~ )  est une base orthononn6e de C 2(m+l) v~ri- 

fiant les relations: to(e i ,  e j )  = t o ( e b e  J) = 0 , to(el ,  e-i) = 6ij, oh to d6signe la forme 
symplectique sur C 2(re+l), induite par l'identification H m+l _~ C 2(re+l). 

On consid~re le tore maximal T de K d6fini par 

T = {mat. diag. (e iX° ,e  ix1 . . . . .  e i x ' )  , x o , x l  . . . . .  Xm C ~,} . 

(Les x j  sont aussi consid6r6s comme des formes sur l'alg~bre de Lie 7- de T.) 

Un poids 1: E (7-c)* est not6 1: = ( lo , l l  . . . . .  Ira) si 

(mat. diag. (e ix°, e i x~ . . . . .  e i x ,  ) ) = i (logo + . . .  lmxm ) . p 

On choisit une chambre de Weyl pour K de telle sorte que les racines simples soient 

fl0 = 2ix0 , f l j = i ( x j - x j + l ) ,  l < j < m .  

Comme K est simplement connexe, tout poids dominant correspond ~ une repr6sentation 
irr&luctible, et inversement. 

Un poids v = (10,11 . . . . .  Ira) de K est dominant si et seulement si 

lj E N , Vj E {0, 1 . . . . .  m } ,  et to >_ O,  ll >_ 12 >_ "'" >_ l m >  0 .  ( 1 . 2 )  

Le K-module associ6 au poids dominant ~, = (10, II . . . . .  Ira) est un sous-espace de 

W -~ W lO ~ W( 1-12 @ wl2-13 @... @Wlm m ' (1.3) 

avec les notations suivantes: 
- W0 est le C-espace vectoriel engendr6 par (e0, e~), 
- W~ le sous-espace de Ak(C 2m) engendr6 par les k-vecteurs d6composables correspon- 

dant aux sous-espaces totalement isotropes de C 2m de dimension k, 
Wtk-lk+l le produit tensoriel sym6tris6 de (lk Ik+l) exemplaires de Wk, (cf. [Ad],  
r r  k 

et [Bour] ou [Di],  pour la caract6risation des repr6sentations irr&luctibles du groupe 
symplectique). 
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1.3. D ~ c o m p o s i t i o n  de  la represen ta t ion  sp inor ie l l e  p : S p i n ( a m )  --+ G L c ( , ~ ) ,  sous  

l ' a c t i on  de  K = Sp(1) x S p ( m )  

Nous donnons une d6monstration 616mentaire (cf. [Mil] ) de ce r6sultat donn6 dans 
[Ba-Sal] et [Wg] (cf. 6galement [Sal 2]) .  

Le groupe K 6tant simplement connexe, l 'homorphisme a d6fini au § 1.1, se relive en 
un homomorphisme f f  : K --+ S p i n ( 4 m ) ,  tel que ~o o ~ = ~, oh ~o d6signe le rev~tement 

S p i n (  4 m )  -+ S O (  4 m ) .  

L'algbbre de Clifford complexe Clam admet, ~1 &luivalence pros, une seule repr6sen- 

tation irr6ductible. Soit p : Clam --* H o m e ( N ,  .,Y) une telle repr6sentation. On d6signe 

6galement par p la repr6sentation spinorielle induite. Le groupe K op6rant sur ,Y par 
p o ~, l 'espace X se d6compose donc en une somme de K-modules de repr6sentations 
irr6ductibles. 

On consid~re la repr6sentation spinorielle suivante: Soit B = (e~, Iek ,  J e t ,  K e k ) ,  k = 

1,2 . . . . .  m, la base orthonorm6e de R am, d6finie en consid&ant les images lek ,  Jek,  Kek  

des vecteurs de la base canonique de H m par les endomorphismes associ6s ~ l'action de 
i , j , k  E Sp(1) sur ]Him. par l 'isom&rie 7 ~ -~ R 4m d6finie au §1.1, B e s t  l ' image de la 

base 

( Eko -- Eok, - - i (  Eko -- Eok),--j(Eko -- E0k) , -k(Eko - Eok)), 

oh  ( E i j )  d6signe la matrice de Mm+l (H)  dont tous les coefficients sont nuls sauf celui 

de la ligne i et de la colonne j qui vaut 1. 
Les vecteurs 

Xk = 1 (ek  + i I e k ) ,  x--~ = I (ek - -  i l e k )  ( 1 . 4 )  

Yk = 7l ( J e k  + i K e k ) ,  --yk = ~l ( J e k - - i K e k )  , 

forment une base de Witt de C 4m, on a en effet 

(Xk, Xt) = ( -~ ,  ~ )  = (Yk, Yl) = (Y'k, "~) = O ,  

(Xk,-~> = (Yk,~) = 1 S k i ,  (1.5) 

oh ( , } d6signe l'extension ~ C 4m du produit scalaire canonique de R am. 

Soit el, = x l  • x2 " • • Xm • Yl • Y2 " " "Y"£m E C14m. L'espace X = Clam" 45 est de dimension 
4 m, une base 6tant donn6e par les vecteurs 

xi, • xi2 " " x i , ,  • Y jl • Yj2 " " " Yjq " 4~, 

oh on pose xo = x--d = 1. 

O <  il < i2 < . . .  < ip ~ m ,  

0_<j l  < j 2  < - " < j q  <_ m,  

La repr6sentation spinorieUe p : C 1 4 m  ~ H o m c ( . , Y ,  £) ,  est alors d6finie par 

( 1.6) 
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Soit A = mat. diag.(i/30, ifli . . . . .  iflm) un 616ment de l'alg~bre de Lie 7" du tore 
maximal T. On a 

1 m 1 m 
o ft. (A) = ~ ~ (/30 - /3k)  p(ek"  l e t )  + ~ ~ (/30 + ~ )  p ( J e k .  Kek) P,  o 

k=l k=-I 

Soit q~ = xil • xi2 • • • xip • yj, • YJ2 "" "YJq " 4~, on v6rifie facilement que 

{ e k . l e k . ~ o = i ~ o ,  sik ~ {il . . . . .  ip}, 

ek . l e k .~o=- - i q~ ,  sik E {il . . . . .  ip}, 

Jek .  Ke~.  ~o = i~o, sik ~ {jr . . . . .  j q } ,  

Jek .  Kek .~o = --i~o, si k E {j l  . . . . .  j q } ,  

d'o~ 

(p .  o ~ . )  (A) (~o) = i  [ ( m -  (p + q ) ) / 3 0  

+/3i ,  + . - -  +/3ip - /3 j ,  . . . . .  /3jq] (1.7) 

Sous l'action du tore maximal T, 27 se d6compose donc en la somme directe des espaces 

C(xi~ "xi2 ""x ie  "Yjl • Yj2 "" "YA "q~), les poids 6tant de la forme (n, el . . . . .  em), n E Z, 
et = - 1 , 0  ou 1. Du § 1.2, on d6duit 

P r o p o s i t i o n  1.1. La representation p o ~ de K = Sp(1) x S p ( m )  sur l 'espace des 

spineurs se d~compose en ( m + 1 ) representations irr~ductibles de poids dominants 

vk = (k, 1 . . . . .  1,0 . . . . .  0) , 

o~ on note k le nombre de z~ros (0 < k < m).  

De plus, la multiplicit6 de chacune des repr6sentations est 1. 

Preuve. La premiere partie rSsulte de l'expression des poids dominants des repr6senta- 
tions irr6ductibles de K (cf. 1.2). Pour la deuxi~me pattie, on remarque que le K-module 
-~1, correspondant ~t ~t est isomorphe ~ un sous-espace de W~ ® Win-t, (cf. 1.3). Or, 

( ( 2 m )  ( 2 m ) )  
d i m ( W ~ ® W m _ k ) = ( k + l )  m - k  - m - k - 2  

(cf. [Bour]) ,  et 

m 

~--'] dim(W0 ~ ® Win-k) = 4 m = dim27. 
k=0 

On en d6duit que 

27k Wko ® Wm_k , 

et que la multiplicit6 de la repr6sentation correspondante est n6cessairement 6gale ~ 1. 
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Corollaire 1.1. L'espace des spineurs 
irr~ductibles 

in 

X =  ~ X k  , 

avec 

dim Xk = (k + 1 ) 

327 

X se d~compose en (m + 1) K-modules de 

( ( m 2 ? k ) - ( m ? k - 2 ) )  " 

2. D6composition du fibr~ des spineurs d'une vari6t6 spin Kfihler-quaternionienne 

en sous-fibr~s "propres"  pour  l 'act ion de la 4-forme fondamentale 

Soit (M4m, g ,F)  une varidt6 Kahler-quaternionienne. Par ddfinition, il existe une 

r6duction h H = Sp(1) • Sp(m),  H ( M )  ~ M, du fibrd des repbres orthonormds directs 
de M am. 

Si m est impair, et si la varidtd est munie d'une structure spin, alors le fibrd H ( M )  
admet une extension K ( M )  --~ M au groupe K = Sp(1) × Sp(m) (cf. [Sal 1]). On 
consid~re la structure spinorielle ddfinie par le fibrd principal 

K ( M )  Xr  Spin(4m) , 

o0 K opbre h gauche sur Spin(4m) par l'interm&liaire de l 'homomorphisme ~ ddfini 

au §1.3. En consid6rant la repr6sentation spinorielle p o ~ : K --, GLc(X) ,  d6finie dans 
le § 1.3, le fibr6 des spineurs est alors isomorphe au fibr6 vectoriel 

2 M  = K ( M )  X K 2 .  

Il d6coule imm&iiatement du Corollaire 1.1 que si l 'on pose 

2 k M  = K ( M )  ×K Xk,  

alors le fibr6 des spineurs se d6compose en 

XM = ~ )  X k M  , (2.1) 
k=0 

a v e c  ((2m ) ( 2m )) 
r a n g ( X k M ) = ( k + l )  m - k  - m - k - 2  " (2.2) 

S i m  est pair, l 'homorphisme ~ du §1.3 se factorise en un homorphisme ~ : H --, 
Spin(4m) (cf. [Ma-Ro] ). On considbre alors la structure spinorielle ddfinie par le fibr6 

principal 

H ( M )  XH Spin(4m) , 

o0 H opbre h gauche sur Spin(4m) par l'interm&iiaire de ~, 
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Pour tout entier k = O, 1 . . . . .  m, la repr6sentation 

~ = p o i  : K - ~ G L c ( 2 k )  

se factorise en une repr6sentation 

-fi : H ---+ GI-~( ~k) . 

On a en effet, d'apr~s l'isomorphisme ~k ~- W k ® Wm-k (cf. §1.3), 

, ( ( - - 1 0  --I0 ) )  = ( - e ) m l d - - I d  

On peut donc consid6rer les fibr6s vectoriels 

. ~ M  = H ( M )  XH Zk ,  

oh H op~re sur 2k Par la repr6sentation ~. Le fibr6 des spineurs est alors isomorphe 

m 

.VM = ~ ) .VkM,  (2.3) 
k=0 

les fibr6s -~kM ayant m~me rang que ceux d6finis en (2.1). 
Par multiplication de Clifford, on peut faire opfrer la 4-forme fondamentale 12 de 

(Mam,g,F) (cf. 0.4) sur le fibr6 des spineurs ~M. 

Proposition 2.1. La restriction de la 4-forme 12 d ,~kM est un multiple de l'identit~. 

Preuve. 

en x E M 4m est donn6e par 

a x .  Cx = Sx (p (12 )  o (sx)- l (~0x)) ,  

oh 

(i) p est la repr6sentation Clam ~ Homc(~ ,  ~) ,  d6finie au §1.3, 
(ii) Sx est un rep&e spinoriel "au-dessus" d'un rep~re adapt6 Rx de M e n  x, 

(iii) g~ E A(IR 4m) --~ Cl(4m) est l'image de 12 par Aa(Rx)-1.  

Par d6finition, l'action de la 4-forme 12 sur un spineur Cx de la fibre de 2 M  

(2.4) 

Lemme 2.2. Les actions respectives de K = Sp( 1 ) × Sp(m) et de 1~ sur 2 commutent. 

Preuve du lemme. L'action d'un 616ment k de K sur 2: est donn6e par p o i ( k ) .  Celle 
de g2 est d6finie par p ( O ) .  I1 suffit donc de v6dfier que if(k) et ~ commutent dans 
Clam. On a 

g~- i ( k )  = i ( k )  • ( i ( k ) ) - 1  . g~. i ( k )  . 

Or, ( i ( k ) ) - 1 -  g~. i ( k )  est l'image de ~ par l'extension naturelle de a (k )  E sO(am) 

Clam (cf. [L-M]). Comme la 4-forme ~ est invariante par H = Sp(1) • Sp(m) ,  on a 

( i ( k ) ) - 1 .  g~. i ( k )  = a~, 
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Donc 

~ .  ~ ( k )  = ~ ( k ) .  ~ .  

D'oh le rEsultat. [] 

Puisque g~ commute avec l'action de K sur X, il rEsulte du ThEor~me de Schur que 
la restriction de g2 ~ 2~k est un multiple de l'identitE,/Xk Id. D'apr~s (2.4), on a donc 

~[ZkM =/~k Id . (2.5) 
[] 

I1 reste donc a calculer /xk. D'apr~s (2.4), on peut se ramener ~ un calcul dans la 

fibre-type £k. Pour tout ~o E 2k, on a 

~ .  ~o =/Xk~O. 

On reprend les notations du §1.3. D'apr~s (1.7), on remarque que 

q9 = X 1 . X 2 . . . xm_  k . ~ , 

vecteur dominant de la representation considErEe pour le poids uk, appartient ~ £k. 
Exprimons J2 dans la base de Cl4m, dEfinie par la base (Xk,2-; ,yk,~) de C 4m, 

introduite au §1.3. D'apr~s (0.4), (0.5), on a 

g2= Z g~lAg~1, 
p.o. I,J,K 

oh 

m 1 4m 

g~l = Z ei A le i  q- Jei  A Ke i  = -~ ~-~ ~.i A l~i , 
i=1 i 

a v e c  ~ 4 k - 3  = ek , ~ ' 4 k - 2  = l ek ,  6 4 k - 1  = Jek,  E;4k = g e k .  

D'oh l'expression de ~ dans C14m: 

1 
~'~ = -4 Z ~ ~:i' IEi " ' j "  l ' j  (2.6) 

p.c. 1,J,K j41 

l 1 

p.c. I,J,K i,j p.o. I,J,K j=i 
ej "4-" [el 

1 1 
=-4 Z Z e i ' I e i ' e j ' I e J + - 2  

p.o. I , J ,K i , j  p.c. I ,J ,K 

1 
=-4  Z Z E i ' I E i ' E j ' I E j + 6 m  

p.c. I ,J ,K i , j  

n l  • g~l - 6m i 

p.c. I,J,K 

Z ~;i " IEi • Ei • IEi 
i 
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C o l n i n e  

e j  = x j  + 2 7 ,  I e j  = - i  ( x j  - 27)  

J e j  = y j  + y~, K e j  = - i  ( y j  - y j )  , 

on obtient d'apr~s les relations (1.5) 

m 

~1 =2i  ~-~(1 + Xr " "~r + Yr " y r )  • 

r = l  

D'oh 

m 

g~t" g2t = - 4 Z ( 1  + X r  " ~ - ' ; r + Y r ' y r + X s ' - ~ + y s ' y r  
r,$=] 

+ Xr" 2-;" Xs "-~s + Xr " 27" ys " y r  + Yr " y r "  Xs ""~s + yr " y r "  Ys ' y r )  . 

Comme yr • Yr"  Xs " 2Ss = X~ • -~s " Yr " yr ,  on obtient finalement 

g~/- I l l  = - 4  (m 2 + 2 m Z X r . " ~ r + 2 m Z y r . y - ' ; + ~ X r . ~ r . X s . ' ~ s  

r r r ,$  

+ Z y r ' ~ ' 7 " y s ' ~ s + 2 Z X r ' - ~ r ' Y s ' ~ s  ) . 
r ,s  r ,s  

Des calculs analogues conduisent ~ 

(2.7) 

m 

~ j  = 2 ~ - ~ ( X r "  Yr + "~r " YTr) • 
r = l  

D'oh 

m 

g2j • g~s =4 Z ( x r  • Yr • xs  " Ys + x~ • y~ • xs  • Ys 
r , s = l  

+ Xr " Yr " Xs " Ys + X r ' Y r  "Xs " y r )  • 

Comme 

x--; . Yr"  Xs • Ys = - 6 r s  - 6 r s  Ys " Y-; - 6 r s  X s  " "~r + Xs • Ys • Xr • Yr , 

on obtient finalement 

~ j  • ~ s  = - 4  ( m  + ~-'~ Xr " X--7 + ~-"~Yr " y r - -  ~ Xr " yr " Xs " Ys 
r r r , s  

- - Z Y T " y r ' X s ' Y s - - 2 Z X r ' Y r ' X s ' Y s ) .  
r , s  r,$ 

(2.8) 

Enfin, des calculs similaires conduisent 
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$'~I¢ " g'IK = --4 (m  + E X r  "~r + Z Yr " Y-'7 + Z x ~  " yr " Xs Ys 
g r r,s 

+ E-27r " yr "Xs " Ys- -  2 Z X r  " Yr "Xs " Ys') . 
r,s r,s 

De (2.5), (2.7), (2.8), (2.9), on d&tuit alors 

g2-  5m = - ( 4 m  z +8m + 8 ( m +  1) ~-'~xr. ~ + 8 ( m +  1) Zyr.'~r 
/" F 

+ 4 E xr " "27 " Xs " -~s + 4 E yr . ~r " ys "~s 
F,S F,S 

+ 8 Z X r  "-YT" ys "-~s - - 1 6  E X r  " y~ "Xs " Ys) . 
F,S r,$ 

Calculons g~. ~o. On a 

m - - k  

ZXr 
r r = |  

car les autres termes de la somme sont nuls. Donc 

m - k  

y Xr" Xr" = y X, 
r r=l 

= - ( m - k ) ( p .  

Comme 

Z y r ' y - - ' ~ ' ~ o = O ,  E ~ r r  • ~rr • (p = 0  , 

r r 

on obtient donc 

Z Xr" x--;" Xs" x--~ = (m - k) 2 q~, 
r ,s  

E Yr" Yr" Ys" Y---~" qO = O, 
r ,s  

E X r " X"~" Ys " Ys" ~0 = O, 
r, S 

Z Xr  " Yr  " Xs  • Ys  " ~0 = O .  

r ,s  

D'o~ 

g2.q~ = 6 m - 4 ( m  2 + 2 m - 2 ( m - k ) ( m + l ) + ( m - k )  2)~o 

= 6 m - 4 k ( k  + 2) . 

331 

(2.9) 

(2.1o) 

[] 



332 O, Hijazi, J.-L. Milhorat/Journal of Geometry and Physics 15 (1995) 320-332 

R~f~rences 

[Ad] 
[Ba-Sall 

[Bes] 
[Bon] 

[Bour] 

[Di] 
[H-M] 

[L-M] 

[Ma-Ro] 

[Sal I] 
[Sal 2] 

J.E Adams, Lectures on Lie groups (Benjamin, New York, 1969). 
R. Barker and S.M. Salamon, Analysis on a generalized Hcisenbcrg group, J. London Math. Soc. 
28 (1983) 184-192. 

[Ber] M. Bcrger, Sur les groupcs d'holonomic des vaddtds ~t connexion altine ct des varidtds ricmanniennes, 
Bull. Soc. Math. France 83 (1955) 279-330. 
A. Besse, Einstein Manifolds, Ergcbnisse dcr Mathematik und ihrcr Grcnzgebiete (Springer, 1987). 
E. Bonan, Sur les G-structures de type quaternionicn, Cahiers Top. Geom. Diff. 9 (1967) 389-461. 
N. Bourbaki, Eldments de Math~matiques, Groupes et Alg~bres de Lie, Chs. VII & VIII (Hermann, 
Pads, 1975). 
J. Dieudonnd, Elements D'Analyse, Tome 5, Cahicrs Sci. 38 (Gauthier-ViUars, Pads, 1975). 
O. Hijazi and J.L. Milhorat, Minoration des valcurs proprcs de 1' opdrateur dc Dirac sur lcs vaddtds 
spin Kiihler-quatemionicnnes, J. Math. Purcs Appl., ~t parm'tre. 

[Is] S. Ishihara, Quaternionic K~ihlcrian manifolds, J. Differential Geom. 4 (1974) 483-500. 
[Kr] V.Y. Kralncs, Topology of quatcmionic manifolds, Trans. American Mathematical Society 122 

(1966) 357-367. 
H.B. Lawson and M.L. Michelsohn, Spin Geometry (Princeton University Press, Princeton, NJ, 
1989). 
S. Marchiafava and G. Romani, Sui fibrati con struttura quateraioniale gcncralizzata, Ann. Mat. 
Pura Appl. 107 (1976) 131-157. 

[Mill J.L. Milhorat, Spectre de l'opdrateur de Dirac sur les cspaces projectifs quatemionicns, C.R. Acad. 
Sci. Pads 314 (1992) 69-72. 
S. Salamon, Quaternionic K~ihlcr manifolds, Invcntiones Math. 67 (1982) 143-171. 
S. Salamon, The Dirac operator and quateraionic K'~ihler manifolds, in: Proc. International 
Conference on Differential Geometry and its Applications (Opava, 1992). 

[Wg] M.Y. Wang, Parallel spinors and parallel forms, Anal. Global. Anal. Geom. 7 (1989) 59-68. 


